Beispiele

Aufgaben

B Quadratwurzeln — Reelle Zahlen
1 Quadratwurzeln

Ein Quadrat habe einen Flacheninhalt von 64 cm2. Will man wissen,

wie lang die Seiten des Quadrates sind, so muss man herausfinden,
welche positive Zahl mit sich selbst multipliziert das Ergebnis 64 liefert.
Es ist die Zahl 8, denn 8 - 8 = 64. Man schreibt hierftr auch T84=8 (lies:
,,Die Wurzel aus 64 ist 8.“). Das Quadrat hat also die Seitenlange 8 cm.
Ganz allgemein gilt: Diejenige nicht negative Zahl, die mit sich selbst
multipliziert a ergibt, heil3t Quadratwurzel aus a (Wurzel aus a).

Man schreibt hierfir TA. Die nichtnegative Zahl a hei3t Radikand.
Merke: Fira$0ist TR$0 und T3 - TA=a.

a) %5 = 5,denn5-5=25und 5 $ 0.

b) 12235 = 1,5, denn 1,5 - 1,5 = 2,25 und 1,5 $ 0.
c) |§ gdenng 2 iund§$0

d) (-2):(-2) =4, aber P —2, denn Wurzeln sind nie negativ.

e) I%E_) ist nicht definiert, denn der Radikand darf nicht negativ sein.

Ig kdnnen wir nur ndherungsweise ermitteln. Wir geben beim Taschen-
rechner (\J(5)(= ein und erhalten den Naherungswert 2,23606798.

1. Ermittle die Quadratwurzel ohne Hilfe eines Taschenrechners.
a) 13 b) T4 ¢) T100 d) 1134
e) 145 k! g) 181 h) TI89

2o i} 0 i3 0 1F 08

3. Gib ohne TR an, zwischen welchen beiden natiirlichen Zahlen die Quadrat-
wurzel liegt. Bestimme anschlieBend mit Hilfe des TR einen auf funf

Dezimalen gerundeten N&herungswert fur die Quadratwurzel.
a) T b) 120 0 T70 d) T80
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4.

A 8.

A10.

1 Quadratwurzeln

a) Berechne. Du darfst auch einen TR benutzen.

1400 = %= 7074 = 10-3004 =
10,0144 = 1124 = 1134 = 112200 =

b) Erganze: Verschiebt man das Komma beim Radikanden
um zwei, vier, sechs, ... Stellen nach rechts bzw. links,

SO

Berechne ohne TR. Nutze die Erkenntnisse aus Aufgabe 4.

a) 18= 1900 = 10,09 = 70,0009 =
b) 1186 = '|'E,36 = T19800 = '|'0—,TE'9_6 =

Ein 18 m langes und 32 m breites rechteckiges Grundsttick soll gegen ein
quadratisches Grundstlick mit gleichem Flacheninhalt getauscht werden.

. Berechne im Kopf.

a) 10 b) TTO® o Tits ) 12181

Ein Wrfel hat einen Oberflacheninhalt von 384 ¢cm? (13,5 m2).
Berechne sein Volumen.

Zwei Quadrate mit je 1 cm Seitenlange
werden entlang einer Diagonale halbiert. lcm Y2cem
Die vier entstehenden Dreiecke werden dann
zu einem neuen Quadrat zusammengesetzt.
Begriinde, dass das neue Quadrat eine lem
Seitenlange von T2 cm besitzt.

lcm

Die Zeichnung zeigt ein Quadrat
mit der Seitenldnge 2 cm.
Welche Zahl wird durch die gezeigte 2
Vorgehensweise auf der Zahlengeraden
markiert? Begrinde.
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Beispiel 1

Aufgaben

B Quadratwurzeln — Reelle Zahlen

2 Reelle Zahlen

Alle rationalen Zahlen kénnen als Briiche dargestellt werden, wobei
Zahler und Nenner ganze Zahlen sind. Der Nenner darf jedoch nicht
Null sein.

Gibt man rationale Zahlen als Dezimalzahlen an, so gibt es drei még-
liche Félle, wie die folgenden Beispiele zeigen:

—% =-1,375 ist eine abbrechende Dezimalzahl.
% = 0,6666... = 0,% ist eine reinperiodische Dezimalzahl.
é =0,583333... = 0,585 ist eine gemischt-periodische Dezimalzahl.

12: 13 1%, 1% sind Beispiele fur Zahlen, die man nicht als gewohnliche
Briiche darstellen kann. Man nennt solche Zahlen irrationale Zahlen.
Schreibt man eine irrationale Zahl als Dezimalzahl, so ist diese weder
abbrechend noch periodisch und besitzt unendlich viele Dezimalen.

Die Menge Q der rationalen Zahlen und
die Menge | der irrationalen Zahlen ergeben Q
zusammen die Menge R der reellen Zahlen. R

T3 ist eine irrationale Zahl und kann nicht als gewohnlicher Bruch dargestellt
werden. Mit dem TR erhalt man T8 = 2,828427125...

&

b) ]’3 ist keine irrationale Zahl, sondern eine rationale Zahl, denn es ist

$=3=1}.

c) 13 ist eine irrationale Zahl, denn 1E=-1. I§ und da man T2 nicht
als gewohnlichen Bruch darstellen kann, kann mann auch -1 - 12=_13
nicht als gewdhnlichen Bruch darstellen.

11. Gib drei irrationale Zahlen zwischen 1 und 10 an.

12. a) Ordne zu: T3; 175; -1 35; 2,3478; ~3,1010010001...; 4,578
rationale Zahlen:
irrationale Zahlen:

b) Ordne die Zahlen nun der GréRRe nach.
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2 Reelle Zahlen

Eine Quadratwurzel, z.B. Ig kann naherungsweise durch eine Intervall- Beispiel 2
schachtelung bestimmt werden, indem man schrittweise immer kleinere Inter-
valle angibt, in denen 113 liegt. Die folgende Tabelle zeigt ein Beispiel hierfur.

linke rechte
Intervall- | Intervall- Begriindung
grenze grenze
2 3 2 <76 <3, denn 22 < 6 < 32
2.4 2,5 2,4 < T8 < 2,5, denn 2,42 < 6 < 2,52
2.44 2,45 2,44 < T8 < 2,45, denn 2,442 < 6 < 2,452
2,449 2,450 2,449 < ™ < 2,450, denn 2,4492 < 6 < 2,4502
24494 | 2,4495 | 24494 <T® < 2,4495, denn 2,44942 < 6 < 2,44952
2,44948 | 2,44949 |2,44948 < T < 2,44949, denn 2,449482 < 6 < 2,449492

Mit diesen Ergebnissen kdnnen wir sicher sein, dass 'I% mit der Ziffernfolge
2,44948... beginnt, und wir kénnen runden: ™ < 2,4495,

13. Gib nach dem oben gezeigten Beispiel eine Intervallschachtelung fiir (b3 Aufgaben
an. Fihre sie so weit aus, bis du auf drei Dezimalen runden kannst.

linke rechte
Intervall- | Intervall- Begruindung
grenze grenze
3 4 3<TT < 4, denn

14. Beurteile die folgenden Aussagen.

a) Zwischen zwei reellen Zahlen gibt es immer weitere reelle Zahlen.

b) Die Null ist keine reelle Zahl.

c) Das Produkt zweier irrationalen Zahlen ist wieder eine irrationale Zahl.
A d) Die Summe aus einer rationalen und einer irrationale Zahl ist irrational.
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B Quadratwurzeln — Reelle Zahlen

3 Wurzelziehen und Quadrieren

Beim Quadrieren wird eine Zahl mit sich selbst multilpiziert. Jede reelle
Zahl kann quadriert werden, das Ergebnis ist stets nicht negativ.

Quadrieren Quadrieren  Wurzelziehen
~  x T\
5 25 -4 16 +4

.~

Wurzelziehen

Das Wurzelziehen kann man nur mit nichtnegativen reellen Zahlen
durchfihren. Das Ergebnis ist wieder nichtnegativ.

Ist die Ausgangszahl nichtnegativ, z.B. 5, so wird das Quadrieren der
Zahl durch das Wurzelziehen riickgangig gemacht. Man sagt fur diesen
Fall auch: Das Wurzelziehen ist die Umkehrung des Quadrierens.

Ist die Ausgangszahl hingegen negativ, z.B. —4, so ist das Wurzelziehen
nicht die Umkehrung des Quadrierens.

Allgemein gilt also: Taz :{ a,fallsa$0 o in Kurzform: 122 = lal.
-a, fallsa<0
Beispiel 1 a) 22 =1 =4 b) T=T6 existiert nicht, denn —16 < 0
c) Ti—g)z =1% =5 d) T2 existiert nicht, denn -52 = —25

Beispiel 2 a) [T.752 =175 b) TE3182=318 ¢ (D7 =116=4

Aufgaben 15. Setze eines der Zeichen = oder b passend ein. Es sei x P 0.
a) (-4)7? 42 b) -32 3? c) (-2)8 28

d) (-x)? X2 e) —x2 X2 f) (-x)® x6

16. Berechne im Kopf.
a) TEM? b) 1252 o TEL"

d) TE3) e) TI-T6] f) TeTop
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3 Wurzelziehen und Quadrieren

Die Gleichung x2 = 4 hat zwei verschiedene Losungen, namlich 2 und
(=2),denn 2 - 2 = 4 und ebenso (-2) - (-2) = 4. Esiist also L = {-2; 2}.
Auch die Gleichung x2 = 2 hat zwei Losungen. Sie lauten T3 und -3 ,
denn T2 -T2 = 2 und 1-131 . 1-132= 2. Esist L = 5-13; 13 6.

Die Gleichung x2 = 0 hat nur eine Losung, namlich 0. Es ist L = {0}.

Die Gleichung x2 = -4 hingegen hat keine Losung, denn keine reelle
Zahl ergibt quadriert die Zahl —-4. Es ist also L = { }.

Ganz allgemein gilt: Die Gleichung x2 = a hat
(1) die beiden Lésungen —7& und 12, falls a > 0,
(2) die Losung 0, falls a = 0 und

(3) keine Losung, falls a < 0.

a) Die Gleichung x2 = 5 hat die Losungen 1% und —'I'g, esist L= 5—T‘?§; %5, Beispiel 5
b) Die Gleichung x2 - 3 =18
0 formen wir zunéachst um zu x2 = 3.
Nun konnen wir die Losungsmenge ablesen: L = i-13; 136,
c) Die Gleichung x2 + 9 = 0 formen wir zundchst um zu x2 = 9. Nun erkennen
wir, dass diese Gleichung keine Losung hat; es ist L = { }.

Beispiel 4
Der Wurzelterm T2X 8 ist fur solche Zahlen x definiert, fur die sein Radikand
2x + 8 nicht negativ ist, also fir alle Lésungen der Ungleichung 2x + 8 $ 0.
Durch Aquivalenzumformungen erhalten wir x $ —4. Die Definitionsmenge D
des Wurzelterms lautet also D = {x * R|x $ -4}.
Aufgaben
17. Bestimme die Losungsmenge ohne TR.
a) x2=81 b) x2=122 c) x2=-100 d) x2-5=20
e) x2=(-4)? f) x2=-72 g) 2x2-34=0 h) 27-3x2=0
18. a) x2=0 b) x2= % c) x2= 5 d) 3u?2-128 =u?

19. Bestimme die Definitionsmenge des Wurzelterms.

a) TxF5 b) T6=x ¢ Tx2*1 d) TRz 2

A 20. Welche reellen Zahlen I6sen die folgenden Gleichungen?

a) TR=x b 2= 0 TER=x d) TEXR = x|
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B Quadratwurzeln — Reelle Zahlen

4 Umformen von Wurzeltermen

Alle Gesetze, die du fiir das Rechnen mit rationalen Zahlen kennen
gelernt hast, gelten auch fur reelle Zahlen. Zusatzlich gibt es spezielle
Gesetze fur das Rechnen mit Wurzeln bzw. Wurzeltermen.

Far alle folgenden Umformungen gilt: Die Radikanden durfen nie
negativ sein. Durch Null darf man nicht teilen. Wird durch eine Wurzel
geteilt, so muss deren Radikand positiv sein.

W1) 1X-1B=Tab (W2) v&:Th = }g T w3 i@=a =37

Beispiel 1  Anwendung der Gesetze W1 bis W3
a) 13 1T2=1312=1F%=6 b) T75:713= %: 175 =5
E TR R A

Beispiel 2 Teilweises Wurzelziehen: Zerlege den Radikanden so in ein Produkt,
dass einer der beiden Faktoren eine moglichst groRe Quadratzahl ergibt.

a) 19D =T2522=125 -12=5.12 b 14B=T1€3=10% 13=4-13

Aufgaben 21. Vereinfache mithilfe der Gesetze (W1) bis (W3).
a) 13-1% b 1312 ) 105 18 d) 140 - 110
e -1 n Bk g '|'§ : '|'§ h) '@ : '|'§

22. a) 13 b) 1195 : 1% c) 13 |6=§ d) }?
23. a) #%}% b) % ¢) '|'§-'|‘f§-'|‘§ d) TE2ei8)

24. \ereinfache durch teilweises Wurzelziehen.
a) 18 b) 1300 0 TP d) T2
e) '|'§ f) T98 ) '|'§ h) 1223
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4 Umformen von Wurzeltermen

Einen positiven Vorfaktor unter die Wurzel bringen: Schreibe den positiven Beispiel 3
Vorfaktor v als die Wurzel Tv2 und wende dann das Gesetz (W1) an.

a) 2-15=14 .13 =12 b) v.TE=1V2. 13 =12%

Wurzelterme ausmultiplizieren und ausklammern Beispiel4
Q) M3+18.15=13 .15+ 15=2+1T6=2+4=6

b) T3-T22=132_2 3 1+ 1P =3-2.1F +12=3

Q) 512+18=5 13 +14°2=5.13+2.13=(5+2) . 12=7.-13

Einen Nenner rational machen: Erweitere den Bruch mit dem Wurzelterm, Beispiel5
der im Nenner steht, und vereinfache Nenner und Zahler anschlieRend.

P ) 4o

25. Bringe den Vorfaktor unter die Wurzel. Aufgaben
a) 219 ) 05-TH o §.127 d) b3

26. Multipliziere aus und vereinfache.
a) 3.2 +1270 b)) wd+1dhe 3 o 12+752. 780

27. Wende die binomischen Formeln an.
a) 113+ 132 b) 1120 - 182 o) ITF +20. 117 = 22

28. Beseitige die Wurzelterme im Nenner.

9F U@ 9B 9k 9B 0

Tipp zu f): Erweitere mit 2 + 13 und wende die 3. binomische Formel an.

A 29. Begrunde mithilfe der Gesetze (W1) bis (W3) folgende Umformungen.
a) Ta&b=lal-TB b @:}t}' 0 |}:%’
d) Tabi=]a|- b2 e -3 =4 f) T@2+Pa+1=la+]]
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Seite 15 <

Seite 16 <

Seite 17 <

LOsungen

A 10. Das Quadrat hat eine Seitenldnge von 2 cm und somit einen Flacheninhalt

11.

12.

13.

14.

94

VO
SO

n 4 cm?2. Ein Vergleich mit Aufgabe 9 zeigt: Ein Quadrat, dessen Seiten
lang sind wie die Diagonale in dem 2 cm-Quadrat, hat einen Flachen-

inhalt von 4 cm?2 + 4 cm?2 = 8 cm?2. Die eingezeichnete Diagonale hat also
eine Lange von T8 cm. Durch die Konstruktion wird die Zahl T8 markiert.

z.B. 'I'ﬁ; T§; 'I'g; 'I%; 'I'?; T§; Tfﬁ; [ pal

a) rationale Zahlen: 175 = 5. —136 = -6 2,3478; 4,578
irrationale Zahlen: 'ﬁ; -3,1010010001...

b) —T36 <—3,1010010001... < 2,3478 < 17 < 4,578 < 175

linke rechte

Intervall- | Intervall- Begriindung
grenze | grenze
3 4 3 <TT2 <4, denn 32 < 12 < 42
3,4 3,5 34< 'I?i < 3,5,denn 3,42 <12 < 3,52
3,46 3,47 3,46 < T?Z < 3,47, denn 3,462 < 12 < 3,472

3,464 | 3,465 3,464 < T < 3,465, denn 3,4642 < 12 < 3,4652

3,4641 | 3,4642 3,4641 < T2 < 3,4642, denn 3,46412 < 12 < 3,46422

Ergebnis: ™ < 3,464

a)

b)

c)

A d)

Diese Aussage ist wahr. Man kann z.B. zu zwei verschiedenen reellen
Zahlen den Mittelwert berechnen. Dieser liegt stets zwischen ihnen.
Diese Aussage ist falsch, denn alle natirlichen Zahlen sind zugleich
auch reelle Zahlen.

Es gibt zwar Produkte aus zwei irrationalen Zahlen, die wieder eine
irrationale Zahl ergeben. Trotzdem ist diese Aussage falsch, denn es
gibt auch Produkte aus zwei irrationalen Zahlen, die eine rationale Zahl
ergeben, z.B. 15 .15 =20der 13 . 1-132=3.

Diese Aussage ist richtig. Du kannst dir das so erklaren: Eine rationale
Zahl ist entweder eine abbrechende oder eine periodische Dezimalzahl.
Addierst du hierzu eine irrationale Zahl, also eine nicht abbrechende
und nicht periodische Dezimalzahl, so wird das Ergebnis ebenfalls
wieder eine nicht abbrechende und nicht periodische Dezimalzahl
ergeben, also eine irrationale Zahl.

Kurz gesagt: rationale Zahl + irrationale Zahl = irrationale Zahl.

Zu jeder rationalen Zahl kannst du also (beliebig) viele irrationale Zahlen
finden, indem du z.B. T2, T3, T% usw. addierst.





